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转动壳体行波振动的有限元分析方法

曹　航, 朱梓根
(北京航空航天大学 动力系,北京 100083)

摘要: 转动壳体由于离心力与哥氏力的影响,其振动频率随转速变化,并且同一振型对应两个不同频率的前、

后行波。本文给出了用有限元法计算转动壳体的有限元公式,用M SCöNA STRAN 的DM A P 语言编制了形成

哥氏力矩阵与离心刚度矩阵的程序,并将计算结果与实验进行了对比。
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Travel ing-W ave V ibra tion of Rota ting Shells

by F in ite Elem en tM ethod
CAO H ang, ZHU Zi2gen

(Beijing U n iversity of A eronau t ics and A stronau t ics,Beijing 100083, Ch ina)

Abstract: T he fin ite elem en t equat ion s of the traveling2w ave vib ra t ion of ro ta t ing shells

w ith the effects of the Co rio lis and cen trifugal fo rce are estab lished in th is paper. Becau se of

the effect of Co rio lis fo rce, the frequencies of fo rw ard and backw ard w ave are differen t even

under the ro ta t ing coo rd inate system. T h is is the m ain difference betw een ro ta t ing shells and

disk s. T he Co rio lis and cen trifugal st iffness m atrixes are fo rm ed by modifying the lump m ass

m atrix and in troduced in to fin ite elem en t p rogram M SCöNA STRAN by DM A P (D irect

M atrix A b stract ion P rogram ). To valida te the p resen t analysis, comparison s are m ade w ith

ex ist ing resu lts fo r a ro ta t ing shell and good agreem en t is ob ta ined.
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1　引　言

　　转动壳体在工程上应用十分广泛,例如航空

发动机中的盘—鼓结构、高速转动的薄壁轴、空气

导管、篦齿密封组件等。这些壳体构件具有重量

轻、承载能力大等优点,但也易引起振动的问题。

壳体的振动形式十分复杂,沿周向和轴向都

存在波形的振动模态。而转动壳体除了具有上述

特点,还要考虑离心力与哥氏力的影响。当壳体以

匀角速度转动时,由于离心力引起的初应力影响,

振动的频率随转速变化;而由于哥氏力的影响,即

使在转动坐标系下同一振型所对应的前、后行波

频率也不相同,这点与轮盘的行波振动[1 ]是不同

的。

转动壳体动力特性的研究方法主要分为解析

法[2～ 5 ]、半解析法 (传递矩阵法 ) [6 ]和有限元

法[7, 8 ]。用解析法和半解析法只能对边界条件和形

状都比较简单的轴对称壳体进行求解,而利用有

限元法则可以对各种复杂的结构和边界条件进行

适当的模拟,使计算模型更加接近于结构的真实

情况。

对转动结构进行有限元分析主要用专门编制



的软件进行。目前商用有限元软件已经广泛利用,

但一般没有考虑哥氏力的功能。为减少开发工作

量, 本 文 在 大 型 有 限 元 分 析 软 件 M SCö

NA STRAN 中加入了哥氏力矩阵,对转动壳体的

动力特性进行了分析。

2　有限元方程

　　图 1 的转动结构, 设 X Y Z 是固定直角坐标

系, xy z 是与结构一起以匀角速度 8ψ转动的运动
坐标系, a

ο为 8ψ的单位向量,即 8ψ= a
ο8。动坐标系

原点在固定坐标系中的位置向量为R
ψ

0。

图 1　转动结构

设点 p (在运动坐标系的坐标为 r
ο

0 =

[ x 0 y 0 z 0 ]T )运动到 p 1 位置 (在运动坐标系的坐

标为 r
ο= [x y z ]T )时相对于动坐标系的位移为:

U
ψ

= [u v w ]T

则

r
ο

= [x y z ]T = r
ο

0 + U
ψ

=

[x 0 + u　y 0 + v　z 0 + w ]T

　　根据上面的关系推导出转动结构的动力学有

限元方程 (具体推导过程见文献[ 9 ])为:

[M ]{Uβ} + [M G ]{Uα} + ( [K 0 ] + [K c ] +

[K Ρ ]) {U } = {Q c} + {F } (1)

哥氏力矩阵

[M G ] = 6
N

e= 1
28∫V e

Θ[N ]T [S ] [N ] dV e

离心刚度矩阵

[K c ] = - 6
N

e= 1
8 2∫V e

Θ[N ]T [S ]T [S ] [N ] dV e

[S ] =

0 - az ay

az 0 - ax

- ay ax 0

式中: [M ], [K 0 ]和[K Ρ ]分别为结构的质量矩阵、

线性刚度矩阵和离心力引起的初应力矩阵, {Q c}

和{F }分别为离心力与节点外载荷向量。ax , ay 和

a z 分别是转动角速度 Ρο的单位向量 a
ο在 x , y 和 z

轴上的投影。它们的表达式在有限元方面的书籍

中都有详细的叙述,这里不再一一列出。

进行模态分析时,公式 (1)的右端项为{0},即

自由振动方程为:

[M ]{Uβ} + [M G ]{Uα} + ( [K 0 ] + [K c ] +

[K Ρ ]) {U } = {0} (2)

　　公式 (2)与一般的考虑初应力影响的动力学

有限元方程不同之处是增加了哥氏力矩阵 [M G ]

和离心刚度矩阵[K c ],这两项分别代表了结构所

受的哥氏力及外力作用下结构位置的变化对离心

力的影响。[M G ]是反对称矩阵, [K c ]是对称矩阵。

3　哥氏力矩阵[M G ]与离心刚度
　　矩阵[Kc ]的简化

　　利用公式 (1)生成哥氏力矩阵[M G ]和离心刚

度矩阵[K c ]时,将涉及到数值积分及单元矩阵向

总体矩阵的组集等操作。并且由于这两个矩阵的

表达式中都含有单元的形函数,因此需要针对不

同类型的单元分别进行开发,既增加了工作量又

给利用现有的有限元程序进行二次开发带来了困

难。这里对这两个矩阵进行简化来解决这些问题。

简化的方法是将每个单元的质量平均分配到

各节点上,且只考虑 3个线位移方向的质量 (对于

板壳元不考虑转动的惯性矩) ,因此每个节点上的

质量为该节点周围所有单元分配到这个节点上质

量的迭加。然后计算这些质量点的哥氏力代入到

动力学方程中去作为结构所受的哥氏力。这种方

法与一致质量矩阵简化为集中质量矩阵是相同

的,具体的简化方法如下。

设分配到节点 i 上的质量为m i,则该点的哥

氏力为:

F
ψ

G i = - 2m i8ψ× rα
→

i = - 2m i8 [S ]{Uα
i} (3)

　　将所有节点的哥氏力按顺序以列向量的形式

排列,得到整个结构的哥氏力为:

{F G } = - 28 [M ] [S ]{Uα
i} (4)

式中:
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[Sθ ] =

[S ]

[ 0 ]

[S ]

[ 0 ]

õ
õ

õ 6n×6n

(n 为节点总数)

[M ]为结构的集中质量矩阵。

因此,简化后的哥氏力矩阵为:

[M G ] = 28 [M ] [Sθ ] (5)

　　按相同的方法得到离心刚度矩阵为:

[K c ] = - 8 2 [M ] [Sθ ]T [Sθ ] =

8 2 [M ] [Sθ ] [Sθ ] (6)

　　按照公式 (5)与 (6) ,我们可以通过对集中质

量矩阵进行变换来得到的哥氏力矩阵和离心刚度

矩阵。这种简化方法省去了数值积分与矩阵组集

等复杂的运算,且与单元的形函数无关,对各种类

型的二维与三维单元都适用,具有较强的通用性,

编程的工作量也较少。

4　方程求解

　　根据哥氏力矩阵和离心刚度矩阵的特点,可

以通过修改现有的有限元程序,将哥氏力矩阵加

到阻尼矩阵中,离心刚度矩阵加到线性刚度矩阵

中来完成计算。

目前比较流行的商用有限元结构分析软件都

提供了可供二次开发的接口,使用户可以在现有

程序的基础上进行自己的开发工作,避免了许多

重复性的开发工作。本文的工作就是在M SCö

NA STRAN 的基础上开发完成的。选用M SCö

NA STRAN 的原因是由于它具有较强的动力学

分析功能,并且其二次开发语言DM A P 具有较强

的矩阵操作能力,便于对集中质量矩阵变换生成

哥氏力矩阵和离心刚度矩阵。

首先用M SCöNA STRAN 的静力分析功能

求解结构在离心载荷作用下的变形。当程序执行

到组集总体刚度矩阵 [K 0 ]与集中质量矩阵 [M ]

后,插入自编的DM A P 程序生成转换矩阵 [Sθ ]并

对质量阵变换得到哥氏力矩阵 [M G ]和离心刚度

矩阵 [ K c ], 然后令 [ K 0 ] = [ K 0 ] + [ K c ], [B ] =

[M G ] ( [B ]为结构的阻尼矩阵)。完成上述操作

后,继续执行程序原有的解题步骤直至求出结构

的位移向量{U }。然后再插入DM A P 程序计算结

构的初应力矩阵[K Ρ ],并令[K 0 ]= [K 0 ]+ [K Ρ ]。

最后,将质量矩阵[M ]、阻尼矩阵[B ]和刚度矩阵

[K 0 ]保存在数据库文件中,做为重启动计算时的

输入数据。程序的执行过程见图 2,图中虚框中的

内容为自编的DM A P 程序, 其余部分为M SCö

NA STRAN 原有的解题步骤。

图 2　程序框图

M SCöNA STRAN 具有很强的重启动功能,

可以在不同类型的解题序列之间重启动。这里利

用重启动功能将静力分析时保存在数据库中的质

量、阻尼和刚度矩阵直接输入到复特征值解题序

列中求解动力学方程 [M ]{xβ}+ [B ]{xα}+ [ K 0 ]

{x }= {0}得到各阶行波振动频率。
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5　算　例

　　一端自由, 一端固定的圆柱钢壳, 外径 R =

010743 m ,长L = 01243 m ,厚度 t= 010002 m ,材

料密度 Θ= 7800 kgöm 3, 弹性模量 E = 210×1011

N öm 2。有限元模型沿周向与轴向各划为 30个四

节点板单元,共 900个单元, 930个节点。

图 3给出了用本文的方法计算出的行波频率

随转速的变化曲线与实验值[10 ]在周向波数m =

3, 4时的对比,两者的结果接近。

图 3　行波频率的计算值与实验值

(转动坐标系下)

6　结　论

　　本文对转动结构有限元方程中的哥氏力矩阵

和离心刚度矩阵进行简化,可以通过对集中质量

矩阵进行变换得到。这样对各种类型的单元都适

用, 具有较强的适用性。利用这一方法在M SCö

NA STRAN 基础上用DM A P 语言进行二次开

发, 计算结果表明这样处理是合理的, 扩展了

M SCöNA STRAN 的分析功能, 并可解决需要考

虑哥氏加速度复杂结构的分析。
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